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Introduccion

La Mecénica es la parte de la Fisica que estudia el movimiento de los cuer-
pos mediante el andlisis de sus causas (fuerzas) en términos matematicos. En
los albores de la Fisica, desde los griegos (Aristoteles,| Euclides, Pitagoras,| Ar-
quimedes) hasta el final de la Edad Media (Copérnico, Kepler, Galileo), el estu-
dio del movimiento se habia centrado méas bien en la Cinemaética (con la posible
excepcion de Arquimedes), es decir, la simple descripcion del movimiento en tér-
minos de geometria. Todo esto cambia con Tsaac Newton.| A partir de Newton,
existe la posibilidad de predecir el movimiento de los cuerpos.

Leyes de Newton

Particula puntual. Vectores de posicién, velocidad y acel-
eracion

La descripcién del movimiento de un punto material o particula se da medi-
ante la especificaciéon de una funcién vectorial del parametro tiempo ¢. Dicho
parametro tiene un cardcter absoluto (es independiente del sistema de referencia;
véase la seccion [Principio de relatividad de Galilei)).
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r(t) = (z(t),y @), z(t)) (1)

En esta idealizacién, los sistemas fisicos son puntos mateméticos, y por tanto
carecen de estructura interna. Su estado en todo momento estid dado por las
proyecciones sobre unos ejes cartesianos de referencia: x (t), y (t), z (). Si cono-
cemos estas tres funciones para todo instante de tiempo, entonces conocemos
toda la historia del sistema. Esta descripcién es demasiado optimista: normal-
mente uno no conoce de partida la historia de un punto material (su posicion
para todo t).

Pero supongamos por un momento que ya hemos resuelto el problema dinamico
y conocemos la trayectoria del punto material, = (¢). Los vectores de velocidad
y aceleracion en cada instante ¢ se definen como las sucesivas derivadas tempo-
rales:

v (t) = = (@(),y(t),2(1) (2)

Cdv(t)  dr(t)

at) =0 = ST — 50,51, ) 3)

Las leyes de Newton garantizan que no sea necesario conocer de partida las
variaciones temporales de orden arbitrariamente alto de estas funciones coorde-
nadas, bastando especificar la posicion y velocidad iniciales del punto material
para reconstruir el movimiento completo. Esto es debido a que una relacién en-
tre fuerza y aceleracion nos permite ir méas alld de una mera definicion sin més
a una verdadera herramienta matemaética predictiva mediante la especificacion
de una ley de fuerza, F = F (7).

Las leyes de Newton son:



I. Toda particula libre permanece en reposo o se mueve con
movimiento rectilineo y uniforme (a velocidad constante):

F =0 = v = const. (4)

II. La fuerza sobre una particula es el producto de su masa
inerctal por la aceleracién de la misma:

F =ma (5)

III. Principio de accién y reaccién: La fuerza que ejerce la
particula 1 sobre la particula 2 es igual en magnitud y opuesta
en direccion a la fuerza reciproca) y se sittia en la linea que une
ambas.

Fiy=—Fy (6)

Observaciones:

(i) La ley (I) es una consecuencia inmediata de la II, y la ley III viene a ser
viene a ser una expresion de que el sistema compuesto por dos subsistemas 1y 2
nunca produce una fuerza neta como resultado de fuerzas mutuas: F15+ F9; =
0, con lo que es la expresion de la ley I para el sistema compuesto 1+2.

(ii) La masa inercial asi definida no tiene nada que ver con la llamada masa
gravitatoria, que define el acoplamiento gravitatorio de dos cuerpos por medio
de la ley de Gravitacion universal:

e, ™)

def . . . . s
(donde e, = T es el vector unitario en la direcciéon que une los centros de

masa de ambos cuerpos y va de m’g a myg, el cuerpo cuyo movimiento estamos
considerando.)

Es una ley fisica llamada Principio de Equivalencia la que afirma que ambas
masas son proporcionales: mg, = Am con una constante universal A que las
relaciona. Por ser universal, esta constante siempre se puede elegir como la
unidad, con lo que se justifica el nombre de masa para ambos pardmetros. Si
esto no fuera asi, la cantidad m, en nunca se habria llamado masa, sino
probablemente carga gravitatoria.

(iii) Si conocemos la ley de fuerza, que en su forma maéas general adopta la
forma F = F (r,v,t), entonces es posible plantear el problema dindmico como
una ecuacion diferencial:

d’r

Moy = F(r,v,t) (8)



Esta ecuacion puede siempre resolverse con datos iniciales 7 (tg) y v (to) al
menos en un intervalo y siempre que la funcién F' sea suficientemente regular
(basicamente que la funcion F sea diferenciable en torno a la condicién inicial).

Energia y momento lineal

Siempre es posible en principio reducir el estudio de un sistema mecéanico a
la resolucion de las ecuaciones de Newton. Sin embargo, en muchas ocasiones
resulta conveniente hacerlo mediante el uso de cantidades conservadas; es de-
cir, ciertas funciones de las coordenadas y las velocidades que se mantienen
constantes en el curso de la evolucién, de la forma:

fi(ri,re, - 7N, 01,02, ,oN) =0
0

f2 (7"1,1"2,"' sy TN, V1, V2, - 7UN)

Si existiera un nimero suficiente de tales funciones, el movimiento estaria
determinado para todo ¢. Si el sistema es autonomo (el tiempo no aparece
explicitamente en la dindmica, sino solo implicitamente en las coordenadas y
velocidades) bastara un nimero 6N — 1 de tales condiciones para resolverlo. En
general, el movimiento de los sistemas dindmicos no es resoluble de esta forma,
pero si asi ocurre se dice que el sistema se ha reducido a cuadraturas.

Esta es una lista de las cantidades conservadas que aparecen en mecéanica
con mas frecuencia, tres de ellas fundamentales o universales y otras dos més
exoOticas:

e Momento lineal (universal)

e Energia (universal)

e Momento angular (universal)
e Virial

e Vector de Runge-Lenz

Las tres primeras son universales. La 42 es una cantidad conservada de los gases
ideales y de cualquier sistema que sea invariante bajo dilataciones, y la 5% es
una cantidad conservada en potenciales centrales, como el problema de Kepler
o el a&tomo de hidrégeno.

Momento lineal de un punto material

Definimos el momento lineal de una particula como el producto de su masa por
su velocidad:

p < my (9)



Trabajo

Se define el trabajo ejercido por la fuerza F' para llevar la particula del punto
de coordenadas r; al punto de coordenadas r5 como:

T2
WLQ d:ef —/ F.dr (10)
T1

Observaciones:

El trabajo depende en general no solo de los puntos inicial y final, sino de la
trayectoria seguida para ir de uno al otro.

Si varias fuerzas actian a la vez sobre una particula material, la definicién se
puede extender aditivamente, de forma que el trabajo total (trabajo realizado
por la resultante) es igual a la suma de los trabajos individuales realizados por
cada una de las componentes.

En algunos textos se encuentra la expresion “trabajo ejercido contra la fuerza
F” para dar cuenta del signo negativo en . Esta distinciéon puramente
filosofica es en realidad innecesaria, pues el signo se reduce a una cuestion de
convencion, y cuando las fuerzas son conservativas (véase mas adelante) no
tiene en realidad interés distinguir quién realiza la fuerza. Hemos de decir, no
obstante, que la eleccién de signo en es universal.

Energia cinética

La energia cinética de una particula puntual se define como:

def 1 2

K= 7MY (11)

def
donde v? = v-vzvi—l—vi—i—vg

Energia potencial. Fuerzas conservativas. Teorema de con-
servacion de la energia

Hemos dicho anteriormente que el trabajo depende del camino que recorre la
particula para ir de un punto a otro. Denotando dicho camino por I', en realidad
deberiamos haber escrito la definicion de trabajo en términos de su verdadera
dependencia:

W[F]d:ef—/F-dr
T

Tiene sentido preguntarse por la existencia de campos de fuerza para los
cuales esta integral de linea sea especialmente simple, en particular dependa
solo de los puntos inicial y final. El teorema matematico que garantiza esto
se llama teorema del gradiente, que asegura que si un campo vectorial F' tiene
integral de linea nula sobre cualquier trayectoria cerrada, lo que se representa:



%F-drzo (12)

entonces F' puede escribirse como el gradiente de un campo escalar V:

F=-VV(r) (13)

(de nuevo el signo negativo es una convencion.)
Observaciones:

Teorema de conservaciéon de la energia mecanica

Supongamos que una particula puntual se mueve desde una posicién r; hasta
una posicién ro bajo la accion de una fuerza conservativa. Usando la definiciéon

de trabajo y :

WLQ:*/ F-dr=V(ry)—V(r)=

T2 T2 2
= — md—v-dr:— md—r-dvz—m/v-dv
dt dt 1

T1 T1

2
:fm/ vdv = K1 — Ko
1

Por lo tanto:

1 1
imvf +V(r) = imvg +V(ra) (14)

La cantidad £ imuv? + V (r) se llama energia total (mecanica) de una

particula puntual en un campo conservativo de energia potencial V (r). La
hemos deducido para dos puntos arbitrarios de la trayectoria. Demostremos la

versién continua; es decir, que la derivada temporal de la cantidad:

o %mvz LV (15)

es nula. En efecto:

d d (1
7E:7 - 2 = 1 Y
o o (va +V(T)) mv -0+ VV.rp

=v-p+VV.r=v.-F—F-v=0

que corrobora el resultado obtenido punto a punto.



Momento angular. Teorema de conservacién del momento
angular

El momento angular de una particula masa m, posicién r y momento lineal p
se define como:

LYy Ap (16)

Para una particula libre, no solo el momento lineal p es una constante.
También lo es la combinacién de las coordenadas y el momento lineal definida

en (16). En efecto:

iL—i(r/\ )=vA v—i—r/\i
dt—  dt p)= m ar?

El 1°" término es cero por ser el producto vectorial de dos vectores propor-
cionales, y el segundo lo es por ser p = F = 0 (particula libre).

Existen casos en que se conserva el momento angular aunque la particula esté
sometida a una fuerza. Un ejemplo es el problema de Kepler (un planeta en
orbita gravitatoria alrededor del Sol). La fuerza en este caso es F = —G™3%e,,
con lo que tenemos:

d d mmg T
“L=rA—p=rAF=-G A==0
dt AP 2z Ny

Aqui la conservacion del momento angular se debe a la existencia de una
simetria en el problema, y es comun a todos los campos de fuerzas centrales,
yva que lo inico que hemos utilizado es la perpendicularidad entre F' y r. Esta
es una caracteristica general de todos los sistemas dindmicos lagrangianos: la
ezistencia de una simetria continua implica la existencia de una funcion de
coordenadas y velocidades que se mantiene constante (constante del movimiento;
véase Teorema de Noether).

Ejemplo: Problema de Kepler

Leyes de Kepler:

K1. La orbita de todo planeta es una elipse, con el Sol situado en uno de
sus focos.

K2. La linea que une un planeta con el Sol barre areas iguales en tiempos
iguales

K3. El cuadrado del periodo orbital de un planeta es directamente propor-
cional al cubo del semieje mayor de su érbita.

La 22 ley de Kepler es en realidad, como hemos dicho, la conservacion del
momento angular. En efecto, el drea que barre dicha linea por unidad de tiempo
es 2r290 = 1y2w = const. Pero 3r’w = [3r A (rAw)| = |37 Av| = | 5B
Bl

La 32 ley depende especificamente de que la fuerza es del tipo o< =2 (inversa
del cuadrado). Suponiendo érbitas circulares para simplificar, dado que w = 2%,
podemos escribir:



http://www.fisicafundamental.net/simetrias/noether.html

mu? mmg, r2w? me r® Gmg
= G 5 = =
T

r2 T2  4Ax?
donde hemos partido de la identificacién entre fuerza centripeta y gravita-
toria y el resultado indica que la proporcién entre el cubo de la distancia y el
cuadrado de los periodos no depende de las condiciones iniciales, y por lo tanto
es la misma para cualquier objeto astronémico en una 6érbita circular.

r

Principio de relatividad de Galilei

Al escribir las ecuaciones (), y (6) podiamos habernos preguntado en qué
sistema de referencia son validas. Es obvio que el concepto de particula libre
definido por estas leyes no cambia si nos vamos a un sistema de referencia que
a su vez se mueve con velocidad constante respecto al 1°¥ sistema en el que
estas leyes se suponen vélidas, pues su velocidad seguira siendo constante. Si
las coordenadas de la particula en dicho sistema inicial S de origen O son «,
y, z, las correspondientes a un sistema S’ con origen O’ que se desplaza a
velocidad constante v respecto al primero en la direccién positiva del eje de las
x se transforman segun las:

Transformaciones de Galilei

Fue |Galileo Galilei| el primero en preguntarse cémo correlacionan los distintos
observadores las leyes fisicas tal como las perciben en su cuadro de referencia
en su famoso experimento mental| del barco en 1638:

Encerraos con un amigo en la cabina principal bajo la cubierta de un barco grande, y
llevad con vosotros moscas, mariposas, y otros pequefios animales voladores [...] colgad una
botella que se vacie gota a gota en un amplio recipiente colocado por debajo de la misma [...]
haced que el barco vaya con la velocidad que querais, siempre que el movimiento sea uniforme
y no haya fluctuaciones en un sentido u otro. [...] Las gotas caeran |[...] en el recipiente inferior
sin desviarse a la popa, aunque el barco haya avanzado mientras las gotas estan en el aire]...]
las mariposas y las moscas seguiran su vuelo por igual hacia cada lado, y no sucedera que se
concentren en la popa, como si cansaran de seguir el curso del barcol...]

Didlogos sobre los dos mdzximos sistemas del mundo
GALILEO GALILEI

La observacion anterior que Galilei pone en boca de Salvatius se expresa
matematicamente como:

r =x—vt
Y=y
2=z
=t
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Es decir, la lectura que ambos observadores en movimiento relativo uniforme
hacen de las coordenadas (obsérvese que incluimos el tiempo como una coorde-
nada maés) se reduce a la adicion de un “término de arrastre” proporcional al
tiempo transcurrido, que ha de contarse igual en ambos sistemas de referencia
(vease fig. . Si v tiene una direccion arbitraria, pueden escribirse de forma
més general como:

r=r—ovt
Y por ultimo, si ambos observadores se diferencian ademés en un cambio
de orientacion (rotacién) constante de matriz de rotacién R;; y una traslacién
constante que indica su separacién vectorial en el instante t=0, sus observa-
ciones de las coordenadas se relacionan mediante la expresion més general de
un elemento del grupo de Galilei (véase méas adelante).

v

Figure 1: Las observaciones de la coordenada x leida por los observadores O y
O’ se diferencian en un término que aumenta proporcionalmente al tiempo.

Es inmediato ver que la 22 ley de Newton sigue cumpliéndose si decretamos
que tanto la masa como el vector de fuerza no cambian bajo las transformaciones
de Galilei; esto es, F' (r') = F (r):

d*r’ d? d*r

a7 =~ MgE T =M

F(r)y=F (r')=m

Grupo de Galilei

Las transformaciones mas generales que preservan las ecuaciones de Newton
constituyen un grupo. Un elemento cualquiera del grupo de Galilei estd carac-
terizado por 9 pardmetros reales, y la transformacion mas general de este tipo se
da en términos de una rotacién (3 parametros) y un desplazamiento del origen
de coordenadas a velocidad constante (otros 3 parametros), a los que se afiade
una traslacién arbitraria fija del origen de coordenadas, r¢, y se escribe:


http://fisicafundamental.net/simetrias/grupos.html

r =Rr —vt+1rg

Veamos que en efecto esta ley de transformacion constituye un grupo.

r=Rir—vit+mr

7" = Ror' — vat + 7o

La composicion de las dos transformaciones de parametros respectivos (Ry, v1,71)
y (R2,vs,72) estd dada por:

T‘// = RQT/—UQt+T2 = R2 (R17‘ - ’Ult + 7’1)—’02154—7’2 = RQRlT‘—RQ’Ult-I-RQ’I‘l—’UQt-l-T‘Q

La composicién da unos valores para los pardmetros de rotacién R;;, arrastre
o boost v y traslacién constante rq:

R=RoRy
vV = —Rg’Ul — V2

o = Ror1 + 19

La inversa de una transformacion galileana de parametros (R,v, 7o) es la
transformacion de parametros (R*',—R'v,—R'r(). La transformacion iden-
tidad tiene los parametros (I,v = 0,79 =0), donde I representa a la matriz
identidad.

Limitaciones a las leyes de Newton impuestas por
la electrodinamica

Antes de llegar a las limitaciones mas fundamentales que llevaron a la formu-
lacion de la Mecanica Cuéntica, la mecéanica newtoniana se top6 con diversas
dificultades que llevaron a Einstein, |Lorentz,| Poincaré y Minkowski a construir
la Teoria Especial de la Relatividad, que es el marco geométrico en el que se
encuadra la electrodindmica. Sorprendentemente, la generalizacion de todos los
conceptos dindmicos, como fuerza, energia o momento lineal es casi inmedi-
ata. Incluso la ley del movimiento (la segunda ley de Newton) sobrevive a esta
generalizacion.

Existen varios conceptos y principios en la mecanica de Newton que han
resultado ser obstaculos irresolubles para cualquier descripcion que pretenda
ser mas detallada o menos ingenua de la realidad fisica debido a simplificaciones
excesivas que solo con el paso de varios siglos llegaron a solventarse, al menos
parcialmente. Los més relevantes son:

e Autofuerza: La fuerza que ejerce una particula sobre si misma no es estric-
tamente nula. Es necesario algin tipo autofuerza para explicar la reaccion

10


http://es.wikipedia.org/wiki/Albert_Einstein
http://es.wikipedia.org/wiki/Hendrik_Antoon_Lorentz
http://es.wikipedia.org/wiki/Henri_Poincar%C3%A9
http://es.wikipedia.org/wiki/Hermann_Minkowski

de la radiacién. Dado que un electrén acelerado radia ondas electromag-
néticas, es necesario que se frene espontaneamente para dar cuenta del
hecho obvio de que no puede radiar indefinidamente. Este problema lo
trata rigurosamente la Electrodindmica Cuantica.

Propagacion de las interacciones a velocidad finita: El principio de accién
y reaccién requiere que una particula detecte instantdneamente el cambio
de posicion de otra que se halla en su presencia para que el balance entre
accion y reacciéon se mantenga todo el tiempo. Este problema lo trata
rigurosamente la electrodinamica al incluir el campo electromagnético en
el balance de las cantidades conservadas. De forma méas rigurosa y con-
sistente con nuestro conocimiento actual de las leyes fundamentales de la
Naturaleza, que no pueden ignorar la Mecanica Cudntica, este problema
es resuelto por la Electrodinamica Cuéntica.

La rigidez de los solidos es incompatible con la causalidad relativista. En
efecto, para que las distancias se mantengan constantes en presencia de
interacciones que tienden a desplazar los cuerpos como un todo, una re-
pentina aceleracién de una de sus partes tendria que propagarse a ve-
locidad infinita a través del cuerpo para que se acelere como un todo
consistentemente con la ligadura de distancia constante.

El concepto de particula puntual es inconsistente con la electrodinamica.
En realidad, ningtin modelo de particula rigida es consistente con las
simetrias de la electrodindmica. En un primer intento de resolver este
problema, podria pensarse que lo mas natural es suponer que el electréon
(v cualquier particula elemental, por el mismo motivo) es una especie de
sustancia continua con propiedades elasticas. Henri Poincaré traté de dar
base matematica a esta imagen mediante su modelo de electrén extenso
con fuerzas de cohesién interna (llamadas fuerzas de Poincaré), pero la im-
agen correcta segun los principios cuénticos es que la entidad matematica
que representa al electréon es lo que se llama un campo cuantico relativista,
el paradigma tedrico sobre el que se basa la moderna Teoria Cuantica de
Campos.
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